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9. Die Wellenstrahlung einer bewegten
Punktladung nach dem Relativitditsprinzip;
von M. Lawue.?)

Die Wellenstrahlung einer bewegten Punktladung wurde
auf Grund der Elektronentheorie schon vor einer Reihe voy
Jahren von Heaviside?) und besonders ausfithrlich von
Abraham?3) behandelt. Die Relativitatstheorie hat schon
Lorentz%) zur Ermittelung des Feldes eines schwingenden
Dipols verwandt, ohne jedoch die ausgestrahlte Energie und
BewegungsgrioBe, sowie die Riickwirkung der Strahlung auf
den Dipol anzugeben. Nun stimmen beide Theorien in den
elektromagnetischen Grundgleichungen, sowie im Ausdruck fir
die ponderomotorische Kraft iiberein. Der Unterschied liegt
allein in der Form, die sie den bewegten Ladungen zuschreiben;
denn die eine nimmt diese als durch die Bewegung nicht be-
einflut an, wihrend sie sich nach der anderen in Richtung
der Geschwindigkeit kontrahieren. Aber dieser Unterschied
kann in Entfernungen, die gegen die Dimensionén des mit
Ladung erfiillten Raumteiles groB genug sind, nicht mehr in
Frage kommen, beide Theorien miissen hier dasselbe elektro-
magnetische Feld, daher dieselbe ausgestrahlte lnergie und
BewegungsgriBe, deswegen wiederum dieselbe auf das Klektron
wirkende Kraft ergeben. Wenn wir dennoch die Frage hier
neu behandeln, so geschieht es, um zu zeigen, wie viel ein-
facher die Relativitiitstheorie sie lost. AuBerdem besteht freilich
zwischen beiden Theorien ein gewichtiger, die vom Relativitits-
prinzip geforderte Trigheit der Xnergie auf das deutlichste
veranschaulichender Unterschied hinsichtlich der Wirkung dieser
Kraft.

1) Aus den Verh. d. Deutsch. Phys. Ges. 10. p. 888. 1908. Zusaix
bei der Korrektur: Den Inhalt des Abschnittes a) hat unabhingig davon
inzwischen auch M. Abraham in der zweiten Auflage seines Lehrbuches
verdffentlicht.

2) O. Heaviside, Nature 67. p. 6. 1902,

8) M. Abraham, Ann. d. Phys. 14. p. 286. 1904, Theorie der
Elektrizitit 11, Leipzig 1905, besonders §§ 18 —15.

4) H, A, Lorentz, Proc, Amsterdam 1904. p. 803,
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a) Die Riickwirkung der Wellenstrahlung auf die Punktladung.

Lorentz hat als Niherung fiir die Rraft &, welche das
Elektron infolge der Strahlung %rfihrt, die Gleichung

@:-2_8_2'

angegeben.!) Dabei ist e die Ladung, ¢ die Lichtgeschwindig-

" keit und i der zweite Differentialquotient der Geschwindigkeit g

nach der Zeit. Bei der Ableitung sind alle Glieder, welche
in q, §, § usw. quadratisch oder von noch hoherer Ordnung
sind, vernachlassigt, doch iiberzeugt man sich leicht, daB kein
von den Dimensionen unabhingiges Glied auBer dem ange-
gebenen auftreten kann, das nicht g als Faktor enthielt. Fir
q=0 und Punktladungen gilt demnach diese Gleichung streng,
wie grof auch §, § usw. sein mdgen.

Wir fihren nun wie iiblich zwei rechtwinklige, in den
Achsenrichtungen iibereinstimmende, parallel der z-Achse
gleichformig mit der Geschwindigkeit v gegeneinander bewegte
Koordinatensysteme ein, das gestrichene (2", ¥/, z, dazu die
Zeit 7’) und das ungestrichene (z, y, 2z, #. Es 1aBt sich stets
so einrichten, daB in dem Augenblick, den wir herausgreifen,
das Klektron im gestrichenen System die Geschwindigkeit 0
hat. Es erfihrt dann die Kraft

, 2 e .,

die wir auf das ungestrichene System transformieren wollen.

Bei Einstein?) sind die Transformationsformeln fiir die
Geschwindigkeit angegeben (die z-Koordinate ist der y-Koordi-
nate gleichberechtigt):

f_ c? , ¢ ]/c2 —9?
G, —(qm—”)‘;z g 9y =0y = v
Daraus folgt durch Differentiation nach ¢ bzw. ¢ unter Beriick-
sichtigung der Gleichung :
i’ _ ' = ¥0: 5

e dt eV et—ot

1) H. A. Lorentz, Enzykl. d. math. Wissensch. V. 1. p. 188. 1903.
2) A. Einstein, Ann. d. Phys. 17. p. 891. 1905, § 5 und Jahrb. d.

Kadioakt. u, Elektronik 4. p. 411. Gleichung (3). 1907.

3) Vgl. M. Planck, Ann. d, Phys. 26. p.1. 1908. Gleichung (13)
und (14).
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L [eVF=eY . . eYA—R (. | vqd
qz=<c2_vqr>qz7 qy—KCQ—Wq,,) (q‘y+ 02'—77(]:.)7

S ) R TTE
a= (S22 (. + 2% ),

s [eVeE=u /. 84,0 + 0,0, , 3070, 0.
4, = (AJL;__,,) G, + v Gy de + 0 0g Wi )

et — vqy (¢*—v q.)

Im vorliegenden Fall, wo ¢'=0 ist, ist q,=wv, q,=gq,=0.
Nimmt man dazu, daB unter derselben Voraussetzung

R =R, &= @;W ~ Ty
: ¢

ist, so findet man:

_ 26c o 3 Qi .
&, = 3(ct — q¥)? (qz +oa ] qxz) ’
2 ¢ " 3iqr . .
%, = o (ot o Sy i)
_ 2 ¢? " 3q . . .
R = gy (b oy 0,
Man kann das Ergebnis in die Vektorgleichung umschreiben:

2 3 12

&= §'W2028__Eé5 [q + q ; (_q_cgz + P j q ((q C{) + 037(11{;:)] ’
es stimmt mit Abrahams Resultat? genau iiberein.

Quasistationéir ist die Bewegung eines Elektrons, solange
diese Kraft zu vernachlissigen ist gegen die zur Beschleuni-
gung proportionale Tragheitswirkung seines Feldes. Da diese
in beiden Theorien der GroBenordnung nach dieselbe ist,
solange die Geschwindigkeit der des Lichtes nicht allzunahe
kommt, stimmen auch die Grenzen der quasistationiren Be-
wegung in ihnen iiberein.

b) Die Strahlung eines gleichférmig bewegten Dipols.

Das einfachste Modell einer Lichtquelle ist ein molekularer,
aus zwei gleich, aber entgegengesetzt geladenen Ionen be-
stehender, im Vakuum befindlicher Dipol von schnell wechseln-
dem Moment. Wir setzen voraus, daB seine Dimensionen klein
gegen die Wellenlinge der ausgesandten Strahlung sind, oder
bei nichtperiodischen Vorgingen klein gegen die Wellenlingen

1) M. Planck, L e. Gleichung (21); A. Einstein, 1. ¢. Gleichung (21).
2) Vgl. Abrahams Lehrbuch, Gleichung (85).
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aller derjenigen Schwingungen, welche bei "de# Fourierschen
Zerlegung der Strahlung in Betracht kommen. Der Einfach-
heit halber nehmen wir noch an, daB sich nur das eine Ion
an den Schwingungen beteiligt. Die Verallgemeinerung ergibt
sich leicht, wenn man bedenkt, daB gleiche Verschiebungen der
beiden Ladungen im entgegengesetzten Sinne gleichwertig sind.

Auf diesen Dipol wollen wir einige der Gleichungen an-
wenden, welche Planck?) fir die Dynamik bewegter Korper
entwickelt hat. Dabei ist aber zu bedenken, daB molekulare
Gebilde weder Temperatur noch Volumen im Sinne der Thermo-
dynamik, daB namlich Volumenzunahme Arbeitsabgabe nach
auBen bedingt, besitzen, daB ihr kinetisches Potential H also
von diesen Veriinderlichen nicht abbingt. Die Folge ist, daB
man dort iiberall den Druck

6 H
P=5y
und die Entropie
8 GT )

Null zu setzen hat
Dieser Dipol soll nun im gestrichenen System ruhen.

* Nach Formel (33) der genannten Abhandlung ist dann, da die

BewegungsgréBe im gestrichenen System, &, verschwindet,
seine Energie, bezogen aufs ungestrichene System:

b= °E
Vet = o
" Die pro Zeiteinheit ausgestrahlte Energie ist daher:
_dE _ ¢  d4dE a¢
dt Vet — o2 dt’ dt

da aber wegen g, =v
at’ Ve — o?

ist, folgt
_4F __dF
dt — dt’
das pro Zeiteinheit ausgestrablte Energiequantum ist in beiden
Systemen dasselbe.
1) M. Planck, L e
2) Gleichung (7) daselbst.
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'

Bekanntlich berechnet sich nun die Strahlung eines ruhey,.
den Dipols aus der Beschleunigung g des bewegten Ions nac,
der Gleichung?);

dE 2 ¢ ., 2 e, . N
—ar = g;s'q 2= g?(qzz + 4% + ¢3);
setzt man in den oben angegebenen Transformationsgleichungey
fir qq, = v, q, = q, = 0, so folgt hieraus:

_ 4B _ 26 (& 4MHEN __ 2e [ (42
dt _3(62—(]2)2 6’—q2 c? _3(0’——q2)2 +‘o‘ g'),

was ebenfalls mit Abrahams Ergebnis?) iibereinstimmt.
Nach Gleichung (46) der genannten Abhandlung hat die
BewegungsgroBe im ungestrichenen System den Wert
® =q .O_E; .
Ein ruhender Dipol kann nun im Mittel keinen Bewegungs.
antrieb erfahren, weil zu jeder Richtung die entgegengesetste
gleichberechtigt ist. In dem betrachteten Fall ruht der Dipol
im gestrichenen System. Eine etwaige Beschleunigung wire
ein Zeichen fiir absolute Bewegung dieses Systems, wider-
spriche also dem Relativitatsprinzip. Ks muB daher seine
Geschwindigkeit q zum ungestrichenen konstant bleiben. Er
verliert demnach durch Ausstrahlung pro Zeiteinheit die Be-
wegungsgriobe
d® 1 dF 2 ¢? . 72

— T T T Ve (P )

Auch dies Ergebnis leitet die &ltere Theorie ab3 und
schlieBt, daB der Dipol eine Kraft & erfahrt, die der Bewegung
entgegen gerichtet ist. Die Relativitatstheorie muB diesem
SchluB zustimmen. Denn auch in ihr gilt der Impulssatz:

d®

dt
Aber wihrend der Impuls & in der ilteren Theorie Funktion
der Geschwindigkeit allein ist und jede Kraft die letztere
dndern muB, ist es in der Relativititstheorie moglich, daB

1) Vgl. Abrahams Lehrbuch, Gleichung (55) oder M. Planck,
Ann. d. Phys. 9. p. 619. 1902.

2) L. ¢, Gleichung (82h).

8) L c., Gleichung (83).
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eine Kraft statt dessen die Energie und die mit ihr verbundene
Trigheit dndert. Dieser Fall tritt bei der bewegten Licht-
quelle ein. Die &ltere Theorie braucht ferner zur Aufrecht-
erhaltung der gleichformigen Bewegung eine Kraft, deren Arbeit
einen Teil der Energiestrahlung deckt. Nach der Relativitits-
theorie stammt diese dagegen ganz aus der Energie der Licht-
quelle.

Die angegebenen Werte fiir die Energie- und Impuls-
strahlung gelten, da sie nur von der Beschleunigung des be-
wegten Klektrons abhiingen, auch dann, wenn dies nicht im
Verhande eines Dipols schwingt, sondern sich sonst in irgend
einer Weise bewegt. DaB die unter a) berechnete Kraft &
dieselben Werte fiir die Energie- und Impulsstrahlung liefert,
wenn man die Mittelwerte

t+ T i+ T

1 1
t

t
bildet, ist schon bei Abraham bewiesen. Man kann daher
die letzteren Formeln auch ohne Benutzung der Planckschen
Abhandlung sehr einfach aus der Relativitiatstheorie ableiten.

¢) Die Kraftwirkung auf andere Strahlungsquellen.

Des Zusammenhanges wegen sei darauf hingewiesen, daB

. auch Strahlungsquellen von beliebig groBer Ausdehnung bei

der Bewegung eine dhnliche, die Geschwindigkeit nicht #ndernde
Kraft erfahren, Im Gegensatz zum einfachen Dipol freilich
erleiden solche schon im Ruhezustand von ihrer Strahlung im
allgemeinen Bewegungsantriebe; man denke etwa an einen von
Strahlung im Temperaturgleichgewicht erfiillten Hohlraum, der
nur eine einzige kleine Offnung hat; er erfahrt parallel zur Nor-
male dieser eine Kraft. Ruht nun eine Strahlungsquelle im ge-
strichenen System und ist die hier auf sie wirkende Kraft &,
80 hat die Kraft @ im ungestrichenen System nach Formel (32)
und (22) der Planckschen Abhandlung die Komponenten

, (] S d
8, =0 + 3 (193 + Vd—‘;),

@z=@;l/1_g—:
29

’ qu’
@y = ‘@y ‘/1 - !

Annalen der Physik. 1V. Folge. 28.
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(T bedeutet die Temperatur, § die Entropie, 7 das Volumen,
p den Druck). Die pro Zeiteinheit angestellte Wirmemenge
ist dabei
i , pdS

W=—1 T

AuBer der Kraft, welche die Lichtquelle im Ruhezustand er-
fahrt und deren transversale Komponenten bei der, Bewegung
den Faktor J/1 — ¢%/c? erhalten, tritt also noch die Zusatzkraft

O _ par

- (” 4 clt)

auf. Lorentz findet fiir sie den Wert
- j_ w,

freilich nur fiir relativ geringe Geschwindigkeiten q.1) Aber
nach ihm hemmt diese die Bewegung; nach der Relativitits-
theorie ist dagegen die Anderung des Absolutwertes der Be-
wegungsgroBe?)
46 _diqg EtpV , o d
dt — dt = & e? dt
oder da nach dem Energieprinzip

e (455,07

ist,

a8 dlq B+pV lq! ( ’ p dp)
at T ar e e\ dt)'

Die Zusatzkraft #ndert daher, wie schon angegeben, nicht die
Geschwindigkeit, sondern die Tragheit.

Berlin, Dezember 1908.

1) H. A. Lorentz, Enzykl. d. math. Wiss. 5. 1, p. 270. 1903.
2) M. Planck, L c. Gleichung (46).

(Eingegangen 21. Dezember 1908.)





